
1loil-i

j 

、

平

·

·
s

·

·

, 
•

• 

第 50 卷第 4 期

2011 年 7 月

中山大学学报(自然科学版)
ACTA SCIENTIARUM NATURALIUM UNIVERSITATIS SUNYATSENI 

Vol. 50 No.4 

Jul. 2011 

单调连续条件 微分方程解的存在性*

张孟
(中山大学数学与计算科学学院，广东广州 510275 )

摘 要: 研究了一类线性增长单调连续系数的多值正倒向随机微分方程解的存在性，其中方程的终端时间 T 为

任意有限常数、系数为随机的。应用连续线性增长函数可以用 Lipschitz 函数逼近、极大单调算子的 Yosida 估计

和随机微分方程的比较定理，得到了方程存在一个适应解。
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Abstrad: The existence of solutions of Forward-Backward Stochastic Differential Equations (FBSDE for 

short) under linear growth and continuous monotone coefficients is studied , the terminal time T is finite 

constant and the coefficients are random. By means of approximation of linear continuous function by Lip­

schitz functions , Y osida approximation of maximal monotone operator and comparison results of Stochastic 

Differential Equations , the existence of solutions of FBSDE is obtained. 
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下面将研究如下形式的多值正倒向随机微分方 在唯一性; Ma 等[2] 引入了一种称为"四步框架"

法，解决了时间 T 的限制，但是他们要求向前方

程是非退化的，且方程的系数不能是随机的;当正

倒向方程具有相同维数时，在单调性的假设下，

Hu 等[3]证明了方程存在唯一解。 Antonelli 等 [ 4] 引

入了一种称为"连续性方法"的方法，证明了正

倒向随机微分方程在单调连续条件下存在适应解。

本文不同点是我们考虑的倒向方程包含了下微分算

子，同时正向方程依赖于倒向方程。在系数单调，

T有限的条件下，用纯概率的方法推广了文 [ 2 ，

5 J 结果，得到包含下微分算子的正倒向随机微分

方程存在一个适应解。下面先介绍一些基本定义，

以及一些重要的引理，同时给出方程解存在性的定

程:

dX …)d …贼。
dYt ε - h (t ， Xt ， 叉 ， Zt) dt + Z tdWt + av(Yt ) , 

t 三三 T, 

( 1 ) 

这里f: [ 0 , TJ x n x JR? • JR , h : [ 0 ,TJ x n x JR? • 
JR ， σ : [O,TJ x n x R • R , V:R• RU 1 +∞ |为一

凸下半连续函数。 T< ∞为给定的时间区间，我们

的目标是寻找四元组 (X ， Y ， Z ， K) 满足方程( 1 )。

Antonelli [ 1 ] 最早研究了不包含下微分算子的正

倒向随机微分方程，在 T充分小时得到了解的存
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连续循序可测过程 (αt ，βt) ε Gr( aV) ， 有

l( 瓦 - (Xt) (战 +βt dt ) 豆。

(iv) X ε H2 ,YE H2 和 卫 ε Dom( V) ，0 运 t~ T。

我们使用如下假设:

( A I ) f( t ,x ,y )关于 y是递增的 ， h(t ， x ， y ， z ) 关

于先是递增的，固定 (t ， ω ) , f( t , úJ, ., .) ， σ (t ， ω ， 

. ) 和 h ( t ， ω ， 0 , ., . ) 都是连续函数 ;

( A 2 ) V x ,y ,z , t ， 存 在常数 C 满足

If ( t ,x ,y) 1 ~ C ( 1 + 1 x 1 + 1 y 1 ) 和 I h(t ， x ， y ， z ) I ~ 

C(1 + Iyl+ Iz l) ; 

( A 3 )σ 是 Lipschitz 线性增长， 1. e. 存在常数

C 满足 | σ ( t ，对 I ~C ( 1+ l x l) 和

| σ ( t ， x 1 ) - σ ( t ， x2 ) I ~ C( 1 + Ix1 _x2 1) 

下面给出二个重要引理，其对解的存在性证明起着

重要的作用。
引理 1 [ 6 ,lemma2.1] 设f: RP → R 为一连续线性增

长函数，即存在常数 K< ∞，使得对 VxεRP ，

有 If( χ) 1 ~ K ( 1 + 1 x 1 ) 。令函数序列 fn ( x) 

inf 1f( y) + 叫 x - y) 1 ， 则 fn 满足
7 巳 QP

( i) 线性增长:Vχε 宵 ， If(x) 1 运 KC1 + 1 川) ; 

( ii) 单调性: Vxε RP ，λ ( χ ) ~fn+ 1 (x) ; 

( iii ) Lipschitz: Vχ ， y ε RP , 1/', ( x) - /" (y) 1 ~ 

n Ix - y l ; 

( iv ) 强收敛性 : 如果凡→元 ， 则 fn(凡)→

f( 吟。

注意到，如果我们令fn( 兀) = - inf 1 - f( y) + 
y ε QP 

n(x -y)l ，此时fn ( χ ) 仍旧满足上面的 ( i ) 、 ( iii) 

和 (iv) ，至于单调性就变为单调下降 ， /，， (x) 二三

/'L+ 1 (x) 。

引理 2 [ 7 ,Iemma 3. 5 ] 假设f : [ 0 ,TJ x 0 x R x R • 
R ,i = 1 ， 2 为可测函数，满足

(i) 存在 K ， 对任意 t ，úJ， y ， z ， 1!(t ,úJ, y ,z) 1 运

K ( 1 + Iy l+ Izl) ,i = 1 ,2; 

(i i ) f 为 Ft 循序可测，固定 (t ， ω) J( t ， ω ， 

. ) 是连续的 ， i = 1 ,2; 

( iii) g'εDom ( V) ,E ( 1 刮 2) <∞和 EV( g' ) < 

∞，i=1 ，2 ， 

此时

(叫+凡穴 ， Z;)dt ε 川)川;d帜 ， t ~ T, 

Y'T = g' 

分别存在最小解 1 ( 尺，尺，K; ) ,0 ~ t ~ T 1 , i = 1 ,2 , 

同时，如果 t ~ g2 和 ! ( t ， y ， z ) 乓卢 ( t ， y ， z ) , a , 
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理。最后 ， 给出了定理的证明。

假定 T < ∞， ( O ， F ， P ) 为完备概率空间 ， F = 

1 Ft ， t εR+ 1 为满足通常条件的子 σ- 代数流 ， 设

W = 1 帜 ， t ε R + 1 为一维 F - Brown 运动。设 52 为

全部一维 Ft- 适应连续过程 1Xt ， t ε [0 ， TJ 1 构成

的空间，范数为 11 X 11 ;2: 二 E otfET | Xt|2< ∞。相

应地，设 H2 为全部一维 Ft - 循序可测过程 1Xt ， t

E [0 , TJ 1 构成的空间，其范数为 EJT| Xt | 2dt< ∞
，显然 52 和 H2 都是 Hilbert 空间。接下来介绍一些

关于极大单调算子和 Yosida 估计的简单结果。

定义 1 多值映射 A:X → X(X 为 Hilbert 空

间 ) ， 如果 V 叫，引 ε Dom ( A ) , V V i ε A (川 ， L = 

1 ,2 ，有 < V 1 - 吨，必 1 - x2 >;:::: 0 ，则称 A 是单调

的 ， 其中 Dom ( A) = 1 x ε X:A(x) =j:. ( 1 , Gr(A) : 

= graph(A) = 1 (元 ， y ) ε X xX:x ε Dom(A) ， y ε 

A (x)l 。当元其它的单调映射 B 使得 Gr( B ) 严格

包含 Gr(A) ， 则称 A 为极大单调的 。

设 V: R → R U 1 + ∞ | 为一凸下半连续函数，

令 Dom ( V) = 以 ε R l v( x ) <+ ∞ )和 θV(y) = 

1 y* εR 1 
< y* ,x - y > + V(y) 豆 V(叫 ， Vx E R l , 

则 A : = θV 为一极大单调映射。设 V" ( x ) 
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Ji( ? | z-y l2+ V( y)) ， zε R ， n εR，容易验证凡

是可导的凸函数，而且 V(x) = lim飞 (叫 ， Vχε

Dom (A) oAn(x): = V Vn( X) = n(x - ln( x)) 称为

av(x) 的 Yosida 估计，其中 ln ( x ) = ( 1 

lθV) -1 (x) ， 而且 An ( χ ) 还满足 : (i) V x εR ， 
n 

An(x) E A(ln(x)); (ii) VzεR ，存在 αε

interior ( Dom( A) )及正常数 R、 C 使得< An( z) ,z 

-α> 注 R 1 A" ( z ) 1- C 1 z 1- C , V n εR 

下面给出方程 ( 1 )的解的定义。

定义 2 四元组 1 (孔 ，丑 ， Zt ， KJ ， t 运 T l 称为

方程 ( 1 )的解 ， 如果 (Xt ， 毛 ， Zt ， Kt) 满足

(i) Zt 是 Ft - 循序可测过程，且EJT | Zt | 2dt<

( ii ) 任意 t ~ T ， 有

Xt = X + lf( s 'Xs ， 又 ) ds + {lT ( S ， XJ叫t 运 T ，

飞= g + i
T 
h ( s 'Xs ， 尺 ， ZJds -

jjzsdWs+KT-kt , tU 

(iii) K是绝对连续函数 ， KO = 0 ，对于任意右
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队，我们有 Pl Y: 运窍， V t ε [ 0 ， TJ 1 = 10 

下面给出本文最重要的结论。

定理 1 在 (A 1 ) 一 (A3 )的假设下，方程
( 1 )存在定义 2 意义下的解 饵， Y， Z ， K) 。

证明 首先，我们考虑下面方程:

(打+ C( 1 + 1 打 1 + 1 Z~ 1) dtε 川+川) dt 

t ::::; T; 

~ = g 
f-C(1+ | 矶 1 + 1 Qt 1) dtε QtdWt + aV( Ut ) dt 

t 三三 T; 

Ut = Igl 
因为方程的系数为 Lipschitz ，根据已知 BSDE 的结

果[町，我们得到上面方程都存在唯一的解，而且

它们满足

11 yo 11 .2 + 11 ZO 11 刑三三 C l ' 11 U 11 .2 + 11 Q 11 1f2::::; C 1 

其中 C1 仅为仅依赖 C ， T 和 E l g l 的常数。由引理

2 ，有~::::;矶， V t 豆 T ， P - α. s. 。设 5t 为方程

5t = x + C Lt 

( 1 + 1 玩 1 + 1 矶 1 ) ds + 

L
t 

a ( s ,5. ) d W. , t 运 T

的解，下面，构造两个序列 1 Y' 1 k;;.1 和 1 Zk 1"剖 ，它
们满足方程

x~ = g +寸J巾frl扣〉k(υs ， x;仁川川，r;均芒r;) d出s -才才Ltσ (υS叫叫，JX均X列均:ο)叽 t 乓 T, 

盯 4中+l
TρT〉h (υs ， x; -矿X刻纣r:「γ-→-1 ， r; 

由引理 2 及 SωDE 的解的比较定理，我们有 YjEζ Ut
和 x~ ::::; 51' V t 运 T ， P - α. s. 。
现设 fn ( s ,x , y) = i!lf_ lf( s ， α ，β ) + (n + C) 

α ，βE Q 

ll x -α 1 + I y 一 β | 门 ，容易验证儿满足引理 1 中

的 (i) 一 (iv) 。由此知道方程

对 n
= X + fr" ( s ,X;' ", Y: ) ds + 

fσ (s ，对 n )叫t 运 T ， Vn E N (2) 

存在唯一解对'凡 。因为儿 (s ， x ， y ， z) 运 λ+1 (S ,x ,y , 
z ) 和 Ifn (S ,X ,y) 1 ::::; C( 1 + 1 x 1 + 1 y 1) ，应用 SDE

的解的比较定理得到 {r'η 是递增序列同时刻， n

豆矶， V t 运 T ， VnEN ， P - α. s. 。从而存在一下半

连续过程对::::; 5t 使 11 对 ， n _ 

~ 11 1f2→ 0 。由控制收
敛定理及λ 的强收敛性，得

EJTMz ( t ，对 nf)-f(t ，坷，打) 1他→ 0
再由 BDG 不等式及 σ 的 Lipschitz 性质得到

jelli-­L·
'F

A--·

· 

. 
嘎 l

E忠T I Ltan (s ，x;，n) 一 σ (s ，X;)叫→。
在等式 (2 ) 两边取极限得到

对 = χ + L防扑扣〉k沁h(υ队S人， 坷儿，刁均咒m阳)川ds + f卜fa(σ圳凡(
( 3 ) 

根据 (ο2) 和(仔3)λ，再次运用 BDG 不等式及控制

收敛定理得到 E0ζ三艺?TEιT lx坷?，n-x?|2 → 0 。

下面考虑倒向方程，设 h1 (s ， ω ， y ， z ) = h(s ， ω ， 

x; ( ω ) ,y ,z ) ， 与前面类似，我们构造一函数序列

h:, (s ， ω ， y ,z ) = - in( 1 - h 1 ( s ， ω ， α ，β ) + ( n + 
α ，βEQ 

C) { 1 y - β 1 + Iz - α I} ，容易验证 h~ 满足引理 1

中的( i ) 一 ( iv ) 。从而知道下面方程

r=5+ JKs ，ω ， Y~ ,n ,Z > n ) ds _ 

fzndWs - JLr)dsJ 运 T (4) 

开 ε5+JTh;(5 ， ω ，芳，三) ds -

1T 

Z~dW. + av( Y:) ， t 运 T
分别存在唯一的解，同时根据引理 3.5[7] ，可得
yl ， n 注 y1 注 Y0 ， α. s. 。对川 ， n 1 2 应用Itô 公式及川的

线性增长性，得 11 yl ,n 11 马 运 C] , 11 
zl ,n 

11 ~运 C1

及f 1 A n ( y~' n) 
1

2 ds <∞，其中刊为仅依赖 C ， T 

和 E l g l 的常数。由有界序列存在一收敛子序列，

知{( yl.凡 ， zl ， n) }存在子列(记为本身)收敛于

(yl ， ZI) ε H2 ⑧匠，而且 yl 二三 f 。令尺'几=

L
t 

A" ( y~ ,n 
) ds ，类似文 [ 8 ]中的证明过程，得到

K: ， n 在 L2 ( [1 ) 收敛到 K! =!hJAn( 川") ds 0 

在式子 (4) 两边取极限，得到

川 =g←+才+ IT户
T

〉〉hν川l

再应用引理 2丸，得 Y川:=运三 U矶I' V怕t 芝乓三 T ， P 一 α. S. 0重复
上面的过程，得到下面 FBSDE:

引 =5+JTh(SXl ，几Z:) ds -

iJMs+KL- 尺 ， t 运 T ，

x;=χ+ Lf(s ， X! ， 引) ds + Ltσ (s ， x:)叫t 运 T

的解，记为 (X' , r ,Z' ,K' ) , i ::::; k ， 它们满足 x;一 l

::::; x~ 三三 5t 和盯
l 三三尺 ::::; Ut ， P 一 α. s. 。下面考虑收

敛性，由有界序列存在收敛子列(仍就记为本
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身 ) ，容易知道存在下半连续过程 l Xt i 和(刀使

得 Xt : =!23xfl : =!主抖， V t 运 T ， P 一 α. s. 。再

看序列 ( Z' ,K' ) ， 对 1 ~ 1 2 运用 Itô 公式及 h 的线

性增长条件 ， 得到 EJT | zj | 2dt 豆 C 1 和 E ~~?打 1 2
三 C 1 ， 对 I ~ -盯 1 2 再次运用 Itô 公式，得

| 咒一盯 | 2=2JT( h ( slf1 1 ， zj ) ­
h ( S,X:'- 1 ,y.' ,Z;)) (r; -盯 ) ds 一

f| zi-Z | 2ds-f( 咒一盯) ( Z: - Z;) d叹一

2JT( 封 -η，川- K:' )) 

在等式两边取期望，可得到

E4J T | Z : 一 Z尺z盯轩;:门川B才γ|尸2d出S 乓 CE叫(叫1T气( h (υS , X: l\, 盯1归，Z纠均:ο) -

h (υS ， X:'- l苟打X:， - lγγ-斗l , 盯凡口， Z苟盯机:η川川)门γ)2让、d出町S

由 h( s ， X山χx ， y ，卢Z纣) 运 C (υ1 + 1以y 1 + Iz 1口) ， YεS扩2 ， Zkε

H匠2 及 l Yγ企 )的收敛性，得到 1 Zk i 为 H2 中的 Cauchy

列。与乓类似地讨论，我们可得到 L
T

IAn ( r;,n) 1
2 ds 

<∞ ， Vn ， k ， 且 kj:=!hJUf)巾，从而知道

kf 一致收敛到 kt:=!主UKEJLAAf)dso
最后说明 (X ， Y ， Z ， K) 为方程的解。由控制收

敛定理，λ 、 hn 强收敛性 ， BDG 不等式及 σ 的 Lips­

chitz 性质，在方程两边取极限可得

Xt =χ + ff(s ,Xs ,YJds + Lt lT (s ， XJ矶

卫 =5+fh(s ， xs ，飞 ， ZJds -

( - .. -1 
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fMs+KT -ktJ 三 T
类似文 [ 8 J 中的证明过程，知道 Y、 K 满足定义2

中的 (3 ) 和 ( 4 ) 。从而知道 (X ， Y ， Z ， K) 确实是

方程的解。

注:实际上，当布朗运动 W取值于 ]Rd 上时，

只要函数 h: [ O ， T J xOxR2 xR1叫→R 和 σ : [0 , TJ 

xOxR→ R1xd 满足单调连续条件，也就是类似

( A1 ) 一 ( A3 ) ，方程( 1 )仍旧存在适应解。
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